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PROBLEMA 1 - ESPERANDO O ONIBUS

Voce vail pegar a Linha 39, que sa1 do terminal,

em média, a cada 60 minutos.

Quanto tempo, em média, vocé vai ter que

esperar no ponto de 6nibus?
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PROBLEMA 1 - ESPERANDO O ONIBUS

Pela informacao, as vezes o onibus demora mais,

as vezes, menos. Em média, demora 60 minutos.

Analisemos alguns casos.
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PROBLEMA 1 - ESPERANDO O ONIBUS

Voce poderia chegar no ponto de onibus e ver o
onibus acabando de ir embora: neste caso vai ter

que esperar em média mais 60 minutos.
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PROBLEMA 1 - ESPERANDO O ONIBUS

Ou o onibus poderia passar bem no momento em
que vocé chega no ponto: neste caso, vocé nao vai

ter que esperar nada.

Ou qualquer outra coisa entre um caso e o outro.
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PROBLEMA 1 - ESPERANDO O ONIBUS

Em média, quanto vocé acha que tera que esperar?
10 minutos parece razoavel? 60?

30 (Ja que esta bem no meio)?
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PROBLEMA 2 - APOSTAS NO RELOGIO
Sortele dois pontos em um reldgio, dividindo o placar em
duas regides, como na figura.

A regiao da Casa é a branca, que contém o ntimero 12, e

a sua é a vermelha.

Ganha o jogo quem tiver ficado com a regiao maior. @
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SIMULACAO DO JOGO

A simulacao pode ser feita sorteando numeros
entre 1 e 60, como se fossem os minutos no
relogio.

Clique aqui para simular o jogo, em R, ou
executando o programa na internet.
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G:/paradoxoTespera.R
http://www.ime.unicamp.br/~lramos/upa/paradoxoTespera.R
http://www.ime.unicamp.br/~lramos/upa/paradoxoTespera.R
http://www.ime.unicamp.br/~lramos/upa/paradoxoTespera.R
http://www.ime.unicamp.br/~lramos/upa/paradoxoTespera.R
http://www.ime.unicamp.br/~lramos/upa/paradoxoTespera.R
http://www.ime.unicamp.br/~lramos/upa/paradoxoTespera.R
http://pbil.univ-lyon1.fr/Rweb/
http://pbil.univ-lyon1.fr/Rweb/

SOLUCAO DO PROBLEMA 2
Suponha que o 1° numero sorteado fo1 1.

Entao voce ganha se o 2° for qualquer nimero entre 31 e

60, indicados na regiao rosa,

0 que ocorre com probabilidade quase 1gual a %. @
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SOLUCAO DO PROBLEMA 2
Agora suponha que o 1° nimero sorteado fo1 27.

Entao voce s6 ganha se o 2° numero estiver entre 57 e 60,

0 que ocorre com probabilidade quase zero.
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SOLUCAO DO PROBLEMA 2

Ou seja, dependendo do primeiro numero sorteado, no
melhor dos casos sua probabilidade de ganhar é quase

%2, e no pior, a probabilidade é quase zero.

Como o 1° niimero pode ser qualquer um, sua
probabilidade de ganhar o jogo é o ponto médio

destas probabilidades, 1gual a % .
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SOLUCAO DO PROBLEMA 2

Outra forma de pensar o problema ¢ graficando os

possiveis resultados do sorteio.

Para 1sso, corte o relogio no 12 e abra o circulo:

12

12 a G 2! 12
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SOLUCAO DO PROBLEMA 2

Selecionar dois pontos, U e V, no circulo € o mesmo que

selecionar dois pontos no segmento:
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SOLUCAO DO PROBLEMA 2

Voce s6 ganha se a distancia entre U e V for mais da

metade do segmento:
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SOLUCAO DO PROBLEMA 2

Podemos representar U e V em um plano cartesiano. Por

exemplo, se U =3 e V=10, temos

Laura Rifo - UNICAMP

(3,10)

29/09/2015




SOLUCAO DO PROBLEMA 2

Ou quaisquer outros pares.
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Com quais destes voceé ganha o jogo?
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SOLUCAO DO PROBLEMA 2

Com aqueles cujas coordenadas distam mais de 6:

12

0 3 6 9 12
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SOLUCAO DO PROBLEMA 2

A regiao vermelha mostra todos os pontos (U,V) com os

quais vocé ganha o jogo.
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SOLUCAO DO PROBLEMA 2

Como os pontos sao escolhidos em qualquer parte do
quadrado, a probabilidade de (U,V) estar na area

vermelha é % , pois ela tem % da area total.
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PROBLEMA 3 - JOGO DA TRILHA

Vocé vail avancar por uma trilha com 8 casas, de

acordo com o resultado do lancamento de um dado.

O jogo termina quando vocé alcanca a ultima casa.

Qual conjunto é mais provavel para o resultado do

ultimo lancamento? ﬂ ﬂ

A={1,2,3} B={4}

B
C={5,6} EEHHE
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SIMULACAO DO JOGO

A simulacao pode ser feita lancando um dado.
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G:/paradoxoTespera.R

SOLUCAO DO PROBLEMA 3

Um possivel resultado dos lancamentos do dado é:
2,5,3

Neste caso, o iltimo lancamento fo1 3, ocorrendo o

conjunto A.
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SOLUCAO DO PROBLEMA 3

Analisemos o problema condicionalmente.

Suponhamos que voceé ja esta na casa 7. O préximo

lancamento sera o ultimo, podendo ser 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Se vocé estiver na casa 6, o proximo lancamento sé6 sera o

ultimo se obtiver 2, 3, 4, 5, 6 no dado.
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SOLUCAO DO PROBLEMA 3

Se vocé estiver na casa 5, o proximo lancamento sé6 sera o

ultimo se obtiver 3, 4, 5, 6 no dado.
Se estiver na casa 4, vocé precisa de 4, 5, 6 no dado.
Se estiver na casa 3, o dado deve cair em 5 ou 6.

Finalmente, se estiver na casa 2, o dado deve cair em 6.
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SOLUCAO DO PROBLEMA 3

Com 1sto vemos que:

a) 6 pode ser o ultimo lancamento, se voce estiver na

casa 2, 3,4, 5, 6 ou .

by 5 pode ser o ultimo lancamento, se vocé estiver na

casa 3, 4, 5, 6 ou 7.

¢) assim por diante, até 1, que podera ser o ultimo

lancamento somente se voceé estiver na casa 7.
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SOLUCAO DO PROBLEMA 3
Portanto, o valor 6 é mais provavel que o valor 1, de

cair no ultimo lancamento.

Se fizermos todas as contas, as probabilidades de cada

valor no ultimo lancamento sao

probabilidade

1 0,042
2 0,102
3 0,154
4 0,198
5 0,236 |
6 0,268 @
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SOLUCAO DO PROBLEMA 3

Portanto, as probabilidade de cada conjunto sao:
a) P(A) =P{1,2,3} = 0,298

by P(B)=P{4} =0,198

o P(C)=P{5,6} = 0,504
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DISCUSSAO DOS PROBLEMAS 2 E 3

Nestes dois problemas:
(a) fixamos um ponto (12 ou a casa 8), e

(b) sorteamos alguma coisa (dois pontos no relégio ou o

total de passos na trilha).

Agora pensemos ao contrario.
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DISCUSSAO DOS PROBLEMAS 2 E 3

Ou seja, no lugar de analisar os valores sorteados,

pensemos no valores fixos.
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DISCUSSAO DOS PROBLEMAS 2 E 3

Ao sortear os dois pontos no relogio, obtendo duas
regioes, em qual regiao é mais provavel que o 12 esteja:

na malior ou na menor?
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DISCUSSAO DOS PROBLEMAS 2 E 3

Ao caminhar pela trilha em passos grandes ou pequenos,
com quals passos € mais provavel passar por cima da

casa 8: passos grandes ou pequenos?
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VOLTANDO AO PROBLEMA 1

O onibus demora para passar um intervalo de tempo
maior ou menor de 20 minutos (com duracao média de 20

minutos).

Em quais intervalos ¢ mais provavel que voce chegue no

ponto de onibus: intervalos grandes ou pequenos?

S

Laura Rifo - UNICAMP 29/09/2015




VOLTANDO AO PROBLEMA 1

Disto, concluimos que, em média, voce val ter que
esperar mais de 10 minutos, contrariando nossa intuicao

1nicial.

Dai o nome: paradoxo do tempo de espera.

S
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APLICACAO

Suponha que vocé quelra conhecer quanto gasta cada
cliente de um certo supermercado e pra 1sso vocé quer

estimar o gasto médio por cliente.

Vocé decide entao fazer a seguinte amostragem: observar
o valor gasto por clientes que estao no caixa em alguns

horarios escolhidos por voce.
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APLICACAO

Vocé pode sortear os horarios ou escolher os que achar

melhor, por exemplo, 10h, 12h30, 17h e 21h.

Nos horarios escolhidos, vocé anota em uma planilha o
valor que cada caixa recebeu do cliente que esta

passando as compras naquele momento.
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APLICACAO

Este procedimento de amostragem permite estimar

corretamente o valor médio gasto pelos clientes?
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APLICACAO

Alguns clientes demoram mais no caixa e outros menos.

Quais clientes sao mais provaveis de serem selecionados

em sua amostragem?
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APLICACAO

Quais clientes demoram tipicamente mais no caixa,

0s que gastam mais ou os que gastam menos”?
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APLICACAO

Em outras palavras, o mesmo problema do relogio, da

trilha e do onibus volta a aparecer aqui:

este tipo de amostragem tende a selecionar clientes que
demoram mais, e que tipicamente gastam mais,

superestimando o valor médio das vendas.
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APLICACAO

Observacao: o problema da a amostragem do

supermercado ocorreu na vida real.

Veja que se vocé fizer a amostragem selecionando pontos
no rolo de papel das vendas de cada caixa, o problema se

repete de novo.

Ele também pode ocorrer em amostragens

para estimar tempo de vida util de certos

equipamentos, por exemplo.
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