CE-003: Estatistica II - Turma K/O
Avaliagoes Semanais (2 semestre 2016)

Semana 2 (av-01)

1. Dezesseis equipes irao disputar um torneio de jogos eliminatérios. As equipes sao sorteadas para ocupar os posigoes
iniciais da chave de jogos pré-definida. As equipes perdedoras da pentltima etapa fazem um jogo para disputar a
terceira colocacdo e as vencedoras disputam para definir a primeira e segunda colocacdes. Ao final sao atribuidas
medalhas (ouro, prata e bronze) as trés primeiras colocadas.

(a) As regras do torneio sdo “justas” em relagdo a possibilidade de vitérias das equipes?

(b) Quantas possiveis configuracoes de equipes medalhistas podem ocorrer (sem considerar a classificacdo entre as trés
primeiras)?

(¢) E considerando a classificagao?

Considerando que as equipes possuem chance igual de vitéria em cada jogo.

(d) Qual a probabilidade de uma determinada equipe vencer o torneio?

(e) Qual a probabilidade de uma determinada equipe conseguir uma medalha?

(f) Se um pafs concorre com duas equipes, qual a probabilidade de que o pais tenha alguma medalhista?

Agora considerando que as equipes possuem niveis técnicos diferentes.

(g) As probabilidades calculadas nos trés itens anteriores seriam diferentes?

(h) Sugira algum procedimento para calcular tais probabilidades.

Solugao:

(a) Sim. A partir do sorteio todos tem a mesma probabilidade (1/16) de vencer.

(b) Quantas possiveis configuracoes de equipes medalhistas podem ocorrer (sem considerar a classificacdo entre as trés
primeiras)?

(¢) E considerando a classificagao?

Considerando que as equipes possuem chance igual de vitéria em cada jogo.

(d) Cada time tem que jogar e vencer quatro partidas para vencer. Sob a probabilidade de 1/2 de vencer cada partica
a probabilidade de vencer o torneio fica:

PVinVanVsNV,] = P[Vi]- P[Va] - P[V5] - P[Vy] = (1/2)* = 1/16 = 0,0625

Outro argumento é o nde que, se o torneio é “justo” todos tém a mesma probabilidade de vitéria e portanto como
s@o 16 equipes a probabilidade de cada uma vencer é de 1/16.

(e) P[medalha] = Plouro U prata U bronze] 5" Plouro] + Plprata] + Plbronze] = 1/16 + 1/16 + 1/16 = 3/16 =
0,1875

(f) Sendo as equipes A e B e denotando por P[A] e P[B] suas respectivas probabilidades de medalha seria necessario
calcular:

P[AU B] = P[A]+ P[B] — P[AN B]
Note-se que os eventos nao sao mutuamente exclusivos nem independentes. Seriam mutuamente exclusivos se fosse
uma particular medalha (ouro, prata ou bronze).
(g) Sim, pois em cada partida a probabilidade de vitéria de cada equipe nao seria mais 1/2

(h) Seria necessdrio conhecer as probabilidade de vitéria de cada equipe em cada um dos possiveis confrontos. Tais
probabilidades poderiam ser modeladas como funcao da posicao das equipes em algum “ranking”.

Semana 3 (av-02)

1. Em um teste de seguranca, dois individuos tentam invadir um sistema. A probabilidade do primeiro conseguir é de
0,20 e do segundo 0,12. Faga suposigao(goes) necesséria(s) e responda:
(a) Qual a probabilidade de ambos invadirem o sistema?
(b) Qual a probabilidade do sistema nao ser invadido?
(¢) Qual(ais) suposigao(coes) foi(ram) feita(s)?



Solugao:
Notagao:
A : primeiro individuo invade o sistema
B : segundo individuo invade o sistema

(a) P[ANB] 2 P[A]- P[B] =0,20-0,12 = 0,024

(b) P[ANB) "2 P[A]- P[B] =0,80-0,88 = 0,704
Solucao alternativa:
1—P[AUB] = 1—[P[A] + P[B] — P[An B]] &' 1—(P[A] + P[B] — P[A] - P[B]) = 1—(0,20+0,12—0,20-0,12) =
0,704

(¢) Suposigao de independéncia entre os eventos A consegue invadir e B consegue invadir.

2. Uma determinada doenga atinge um a cada 40.000 individuos de uma populacao. Um teste para detectar a doenca
fornece resultados corretos em 98% dos exames.

(a) Se um individuo é selecionado ao acaso da populagao para fazer o teste e o resultado é positivo, qual a probabilidade
de que de fato tenha a doenca?

(b) A probabilidade seria a mesma caso um individuo fizesse o teste por indicagdo de um médico, apés um exame
clinico no qual o médico suspeitou da doenca. Justifique sua resposta.

Solugao:
Notagao e dados:

D : individuo possui doenga D : individuo nao possui doenca

P : teste positivo N : teste negativo

P[D] = 1/40000 P[D] = 39999,/40000
P[P|D] = 0,98 P[N|D] = 0,02

P[N|D] = 0,98 P[P|D]=0,02

_ P[P|D|P[D] _ 0,98-(1,/40000) .
(a) PD|P] = P[P|D]P[D]+P[P|D|P[D] ~ 0,98-(1/40000)+0,02-(39999/40000) ~— 0.001224

(b) Nao pois nesta subpopulagao de individuos individuos com sintomas clinicos a probabilidade de doen¢a néo é mais
1/40000.
Por exemplo, supondo que registros mostrem que 40% dos individuos com sintomas clinicos de fato possuem a
doenga (e entdo P[D] = 0,4), a probabilidade um individuo testado positivo ter a doenca seria:

_ P[P|D|P[D] _ 0,98-0,4 o
PID|P] = P[P|D|P[D]+P[P|D|P[D] _ 0,98:0,440,02:0,6 — 0.9703

Semana 4 (av-03)
1. Uma varidvel aleatoria tem funcao de densidade de probabilidade dada por:

[ Kz para0<z<5
flx) = { 0 caso contrario

(a) Obtenha o valor de K.

(b) Obtenha P[X < 2].

(c) Obtenha P[1,5 < X < 3.

(d) Obtenha P[X > 2,5].

(e) Obtenha o valor médio de X.

(f) Obtenha a expressdo de P[X < x| para um valor qualquer de .

Solugao:



Kaxdx =
0
215
K2 =1
20
52 — 02
K 1
2
2
K==
55 = 0,08
b) P[X < 2] = [70,08zdz = 0,082=2 = 0, 16.
0 2
C < X< ,08zdx = 0, M:Q)Q?,
P[1,5 < X <3]= [, 0,08zdz = 0,08
> rdr = M:075.
(d)P[X 2,5] = f25008d 0,082
€ x xr = — =
(e) E[X] = [ x-(0,08z)da = 0,082°5% = 3,33,
(f) () PIX <a]= [} 0,08zdz = 0,0825% = 0, 0422,

Observagao: as probabilidades anteriores poderiam ter sido calculadas & partir da expressao de F(x):
(b) P[X < 2] = F(2)=0,0422 = 0, 16.

(c) P[1,5< X <3]=F(3)— F(1,5) = 0,043% — 0,041,5% = 0,36 — 0,09 = 0, 27.

(d) PIX >2,5]=1-F(2,5) =1-0,042,52 =1—0,25 =0, 75.

Gréficos das fungoes e solu¢ao computacional (utilizando a linguagem R):

> fx <- function(x) ifelse(x > 0 & x < 5, 0.08 * x, 0)

> Fx <- function(x) {y <- ifelse(x > 0 & x < 5, 0.04 * x°2, 0); yl[x>5] <- 1; return(y)}

> curve(fx, from=-1, to=6, xlab="x", ylab="f(x)")
> curve(Fx, from=-1, to=6, xlab="x", ylab="F(x)")
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Figura 1: Fungdes de densidade de probabilidade f(z) (esquerda) e de probabilidade acumulada F'(x) (direita)

Célculos das probabilidade por integragao de f(x) e por F(x)

> #(b)
> integrate(fx, 0, 2)$value

[1] 0.16
> Fx(2)
[1] 0.16

> #(c)
> integrate(fx, 1.5, 3)$value

[1] 0.27
> Fx(3) - Fx(1.5)



[1] 0.27

> #(d)
> integrate(fx, 2.5, 5)$value

[1] 0.75
> 1-Fx(2.5)
[1] 0.75

. Registros mostram que em um determinado site de vendas sdo efetuadas, em média, 3,2 transagdes por dia. Além
disto verificou-se que a distribuicao de Poisson, com funcao de probabilidade dada por:

e\

PX =z] = o

é adequada para descrever o numero de vendas diarias.
(a) Sabe-se que para distribuicao de Poisson F[X]| = A. Desta forma, qual a probabilidade de que em um dia o nimero
de transagoes fique abaixo da média?
(b) Qual a probabilidade de que ndo haja transagbes em um determinado dia?
(¢) Qual a probabilidade de que haja pelo menos duas transa¢oes em um determinado dia?
(d) Qual a probabilidade de que se passem dois dias consecutivos sem transagoes?
)

(e) Qual a probabilidade que se tenha trés dias consecutivos com nimero de transagoes abaixo da média antes que se
tenha um dia com nimero maior que a média?

Solugao:
Notagao:

X : nimero de transagoes didrias no site

X ~P(\=3,2)
.
PIX =] = &2
x!

X<3|=PX=0+PX=1+PX=2+PX=3=>",<32 _ 06025
=1 2!

= 0] = <032 — =32 = 0,04076

2

X .
Xz]:1fﬂx<ﬂ:L4ﬂxzm+ﬂxzm:1—5M0+&m=0w%

P[X1 =0Nn X, =02 P[X; = 0] - P[Xy = 0] = e~ 32 . e~ 32 = 0.001662
Solucao alternativa:
Y1 : ntmero de transagoes em dois dias no site
Vi ~P(A=2-3,2=6,4)
76,46’ 40
ﬂm:m:37ﬁ—:ommm
(e) P[] = P[X <33 P[X > 3] = 0.08694
Solucao alternativa:

Y5 : nimero de dias com transacao abaixo da média até o primeiro dia com transagoes acima da média
Ys ~ G(p = P[X > 3] =0.3975)
P[Ys =yl = (1 —p)* - p = (0.6025)* - 0.3975 = 0.08694

Solugdes computacionais com o programa R:

> (pa <- ppois(3, lambda=3.2))

[1] 0.6025

> (pb <- dpois(0, lambda=3.2))

[1] 0.04076

> (pc <- ppois(1, lambda = 3.2, lower=F))
[1] 0.8288

> (pd <- dpois(0, lambda=6.4))

[1] 0.001662



> (pe <- dgeom(3, prob=1-pa))
[1] 0.08694

Semana 5 (av-04)

1. Um individuo vai participar de uma competicao que consiste em responder questoes que sao lhe sao apresentadas
sequencialmente. Com o nivel de conhecimento que possui, a chance de acertar uma questao escolhida ao acaso é de
75% . Neste contexto, para cada diferente situagdo apresentada a seguir, defina a varidvel aleatéria, sua distribuicao
de probabilidades e calcule a probabilidade solicitada. Se preciso, faca suposicoes necessarias e adequadas em cada
€aso.

(a) Se for responder até errar uma pergunta, qual a probabilidade de conseguir acertar quatro ou mais questoes?

(b) Se for responder cinco perguntas, qual a probabilidade de acertar quatro ou mais?

(c) Se for responder até acertar a terceira pergunta, qual a probabilidade de errar apenas uma?

(d) Se o candidato selecionar aleatoriamente seis questoes de um banco de 40 questoes das quais o candidato sabe a
resposta de 30 delas (75%), qual a probabilidade de acertar ao menos cinco delas.

Ainda neste contexto considere que o candidato responde, em média, 1,8 questoes por minuto.

(e) Qual a probabilidade de conseguir responder ao menos trés questoes em trés minutos?
(f) Qual a probabilidade de que o tempo para resposta de uma questdo seja superior a 40 segundos?

Solugao:
(a)

X : Nimero de acertos até o primeiro erro
X ~ G(0,25)
3
PX>4=1-P[X <3]=1-) (1-0,25)"(0,25) = 0.316
i=0

X : Numero de acertos em cinco perguntas
X ~B(n=5,p=0,75)

5
PIX >4 =P[X =4+ P[X =5=>_ (f) 0,75'(1 — 0,75)°"" = 0.633

X : Ntmero de erros até o terceiro acerto
X ~BN(r=3,p=0,75)

P[le}:(3+1_1

0,75%(1 — 0,75)" = 0.316
s om0

X : Nimero de acertos nas seis questoes selecionadas
X ~HG(30,10,6)
(30) ( 10 )

i) \6—i

P[X25]:P[X:5}+P[X:6]:ZW:O.MG

6
=5

X : Nuimero de questoes respondidas em 3 minutos
X ~P(3-1,8=5,4)
2
PIX>3|=1-PX<2/=1-)_
i=0

6_5’457 4i

= 0.905
7!



X : tempo (em min.) para responder uma questao
X ~ Exp(A=1,8)
P[X > 40/60] = / 1,8¢~ 1% dx = 0.301
40/60
Solugoes computacionais com o programa R:

> (pa <- pgeom(3,p=0.25, lower=F))

[1] 0.3164

> (pb <- pbinom(3, size=5, prob=0.75, lower=F))
[1] 0.6328

> (pc <- dnbinom(1l, size=3, prob=0.75))

[1] 0.3164

> (pd <- phyper(4, m=30, n=10, k=6, lower=F))
[1] 0.526

> (pe <- ppois(2, lam=5.4, lower=F))

[1] 0.9052

> (pf <- pexp(40/60, rate=1.8, lower=F))

[1] 0.3012

2. Assume-se que o tempo entre acessos a um blog tem uma distribuicdo exponencial com média de 1,5 segundos.
(a) Qual a probabilidade de haver duas conexdes com intervalo inferior a 1,5 segundos?
(b) Qual a probabilidade de se passarem 5 segundos sem conexao alguma?
(¢) Tendo havido uma conexio, qual a probabilidade da préxima conexao ocorrer entre 0,5 e 2,5 segundos?
)

(d) Se ja se passou 1 segundo sem conexao, qual a probabilidade de se passar mais 0,5 segundos adicionais sem
conexao?

(e) Qual a probabilidade do intervalo entre conexdes ndo superar 3,5 segundos se ji se passaram 2 segundos sem
conexao?

Solugao:

X :intervalo de tempo entre conexdes (segundos)
X ~Exp(A=1/1,5=2/3)

2
J@) = e T () F(a) =1-e20

(a) P[X <1,5] = 1’5f( )dz = F(1,5) = 0.63

(b) PIX >5] = [ f(x)dz = 1 — F(5) = 0.036

(¢) PIX <0,5 = [ f( )dz = F(2,5) — F(0,5) = 0.53

(d) P[X >1,5X > 1] = % —1P[X > 0,5 =1— F(0,5) = 0.72

(e) P[X < 3,5|X >2] = fs Ao _ EQIZEE) _1pY <1,5) = F(1,5) = 0.63

Solugoes computacionais com o programa R:

> (pa <- pexp(1.5, rate=2/3))

[1] 0.6321

> (pb <- pexp(5, rate=2/3, lower=F))

[1] 0.03567

> (pc <- diff(pexp(c(0.5,2.5), rate=2/3)))
[1] 0.5277

Ipropriedade de falta de memoéria da exponencial



> (pd <- pexp(0.5, rate=2/3, lower=F))
[1] 0.7165

> (pe <- pexp(1l.5, rate=2/3))

[1] 0.6321

Semana 7 (av-05)

1. Seja uma v.a. X com distribuicio normal de média p = 250 e varidncia o2 = 225. Obtenha:

(a) P[X > 270].

(b) P[X < 220].

(¢) Pl|X — u| > 25].

(d) P[|X — u| < 30].
P[X < 270|X > 250].

)
)
)
(e)
(f) o valor z7 tal que P[X > z1] = 0,80.
(g) o valor xs tal que P[X < 3] =0, 95.

(h) qual deveria ser um novo valor da média p para que P[X < 240] < 0,10 ?

(i) com p = 250 qual deveria ser um novo valor da variancia o2 para que P[X < 240] < 0,10 ?
(j) qual deveria ser um novo valor da variancia o2 para que P[|X — u| > 15] < 0,10 ?

Solugao:

X ~ N(250,15%)

(a) P[X >270] = P[Z > 2192250) = P[Z > 1.3333] = 0.0912

(b) P[X <220] = P[Z < 220250 = P[Z < —2] = 0.0228

(c) P[|X — p| > 25] = P[X < 225U X > 275] = P[X < —1.667] + P[X > 1.667] = 0.0956

(d) P[IX —p| <30] = P[220 < X < 280] = P[-2 < X < 2] = 0.9545

() PX < 270|X > 250] = P00l — 04088 — 8176

(f) z=21720 = —0.842 — 2y = 2374

(g) 2= 227250 = 1.645 — zp = 274.7

(h) z= 22k = —1.282 — = 259.2

(i) 2 =220 = _1.282 — 0 =7.8— 0% =608

(G) PX <p|>15]=P[X <p—15UX > p+15/<0,10 — 2z =12 =1645 — 0 = 9.1 — 0> = 83.1

Comandos em R para solugoes:
> (qa <- pnorm(270, mean=250, sd=15, lower=FALSE))

[1] 0.09121

> (gb <- pnorm(220, mean=250, sd=15))

[1] 0.02275

> (qc <- 2#pnorm(250-25, mean=250, sd=15))

[1] 0.09558

> (qd <- diff(pnorm(c(250-30,250+30), mean=250, sd=15)))
[1] 0.9545

> (qe <- diff(pnorm(c(250,270), mean=250, sd=15))/pnorm(250, mean=250, sd=15, lower=FALSE))
[1] 0.8176

> (qf <- qnorm(0.80, mean=250, sd=15, lower=FALSE))

[1] 237.4

> (qg <- gnorm(0.95, mean=250, sd=15))

[1] 274.7

> (gh <- 240 - 15 * round(qnorm(0.10), dig=3))

[1] 259.2

> (gi <- (240 - 250)/round(qnorm(0.10), dig=3))

(11 7.8

> (qj <- 15/round(qnorm(0.95), dig=3))
[1] 9.119




